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　　In inversion analyses using ABIC, a non-full rank matrix for prior constraints is allowed in the formu-
lation of Yabuki and Matsu’ura (1992), while Fukuda and Johnson (2008) claimed that the matrix must be 
full rank. This problem depends on consideration about the value of “zero” of zero eigenvalues contained 
in the prior constraint matrix. In actual inversion analyses, we must have some prior information about 
model parameters, even if it is not explicitly expressed. Therefore, the “zero” of the zero eigenvalues is 
considered to be not zero exactly. Based on this consideration, we can obtain the same inversion solution 
as Yabuki and Matsu’ura (1992). Mathematical diffi  culty in expressing the prior probability density func-
tion for a matrix with zero eigenvalues can be avoided by the use of non-informative prior. 
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　§ 1．　は じ め に
　ABIC（Akaike’s Bayesian Information Criterion, 赤
池のベイズ情報量規準）［Akaike (1980)］を用いたイン
バージョン解析は，Yabuki and Matsu’ura (1992) を初
めとする多くの研究で使用され，その有効性が実証され
てきた［例えば，Yoshioka et al. (1993), Fukahata et al. 
(1996), Nishimura et al. (2000), Sekiguchi et al. (2000), 
Yagi et al. (2004)］．ところで，Yabuki and Matsu’ura 
(1992) では，先験的拘束条件を表す行列としてフルラン
クでないもの，つまり零固有値を持つ行列を許容してい
ると考えられる．一方，Fukuda and Johnson (2008) は，
先験的拘束条件を表す行列はフルランクでなければなら
ないことを指摘した．彼らの研究を受けて，Iinuma 
(2010) は境界条件を取り入れることにより先験的拘束条
件をフルランクにする方法を提案した．
　深畑（2009）は，この問題に関し，「地震」特集号に
おけるABIC を用いたインバージョン解析のレビュー
論文の脚注で，“半正値二次形式の場合，実際には (14)

式以下でより複雑な数学的操作を必要とするが，同じ結
果を得ることができる”と書いた．半正値二次形式のと
き行列は零固有値を含み得る．本稿では，そのように書
いた理論的背景について説明する．

　§ 2．　非正則な先験的拘束条件
　Yabuki and Matsu’ura (1992) では，先験的拘束条件
を表す確率密度関数として以下の式が用いられている：

　p（a;ρ2）＝（2πρ2）－P/2 1/2 exp aTGa  (1)　

ここで，Gは先験的拘束条件を表す行列，Pは行列 G
のランク，  は行列 Gの非零固有値の積で，この式
からは彼らが先験的拘束条件として，フルランクでない
行列 Gを許容していることが読み取れる．aは滑り分
布等を表すモデルパラメタ，ρ2 は先験的拘束条件の重
みを規定する超パラメタであり，G/ρ2 により先験的拘
束条件が重みも含めて表現されている．
　一方，Fukuda and Johnson (2008) は，Gが零固有値
を持つ場合には，(1) 式は確率密度関数として不適切で
あることを指摘した．実際，(1) 式を全モデルパラメタ
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領域で積分すると，零固有値を持つ場合には，全確率が
1に収束せず無限大に発散してしまう．
　例えば簡単のため，Gを対角行列としてその対角項を
　G＝（λ1　…　λP　0　…　0） (2)　
とおき，全モデルパラメタ領域で積分すると，零固有値
を持つ場合以下のように無限大に発散することが容易に
示せる : 

　  p（a;ρ2）da

　　  ＝ （2πρ2）－P/2 1/2 exp aTGa da

　　  ＝ … （2πρ2）－P/2 
1/2 (3)　

　　　  ×exp  da1da2…daM　

　　  ＝ …  daP＋1 daP＋2…daM → ∞

ここで，Mはモデルパラメタ数である．また，  e－ca2da＝
 を用いた．

　それでは，Fukuda and Johnson (2008) が主張するよ
うに，先験的拘束条件はフルランクの場合のみに限られ
るのだろうか．実際問題として，先験的拘束条件を表す
行列 Gは，意外と簡単にランク落ちする．例えば，Fuka-
hata and Wright (2008) では，地震の滑り分布と同時に
InSARデータのオフセットも求めている．InSARデー
タのオフセットは，滑り分布とは特に関係がないため，
滑り分布のなめらかさを先験的拘束条件として採用する
と，行列 Gの InSARデータのオフセットに対応する固
有値は零となる．水準測量データから地殻の時空間変動
を再現したFukahata et al. (1996) でも，地震時変動など
滑らかな変動とは異なる種類のモデルパラメタが含まれ
ているので，同じく Gはランク落ちしている．更に，
Iinuma (2010) が示したように，場の滑らかさを先験的
拘束条件とし且つ境界条件を取り入れない場合には，G
は一般にランク落ちする．モデルパラメタ間にラプラス
条件を課すことで得られる以下の式の組はその一例であ
る : 

　 (4)　

このような条件を課すことは珍しくないだろう注1）．
従って，もしも Gをフルランクに限るとすると，先験
的拘束条件として採用可能な範囲が大きく限定される

上，既存の解析結果の妥当性にも疑問符が付くこととな
る．また，たとえ完全な形ではないにせよ，多少なりと
も先験的拘束条件があった方がより良いインバージョン
解析ができるように思われるが，そういった直感にも反
している．

　§ 3．　零固有値の意味
　この問題の取り扱いは，ひとえに零固有値の零をどの
ように考えるかにかかっている．零固有値が数学的に厳
密に零である場合には，確かに上述の通り (1) 式の積分
は発散する．しかし，現実のデータ解析では，たとえ数
式として明示的に表現されていなくとも，先験的拘束条
件が真に全くないということは通常あり得ない．それ
は，場の滑らかさのような間接的先験拘束条件だけでな
く，直接的先験拘束条件［Jackson (1979), Matsu’ura et 
al. (2007)］も併せて考えるとよりはっきりする．直接的
先験拘束条件は，モデルパラメタがどれ位の値を取る
か，あらかじめ何らかの情報を持っていることに由来す
る．我々は，地震時の滑り分布や InSARデータのオフ
セットなどについて，少なくとも大雑把なオーダー程度
は推測できる．そこで，通常のデータ解析では，先験的
拘束条件がランク落ちをして零固有値を持つ場合でも，
その零は近似的に零であるに過ぎず，実際には十分に小
さいなんらかの値を持っていると考えるのが妥当であろ
う．つまり，先験的拘束条件を表す行列を G′とし，簡
単のため対角行列とすると，その対角成分が (2) 式とは
違って，
　G′/ρ2＝（λ1/ρ2　…　λP/ρ2　ε2P＋1　…　ε2M） (5)　
となっていると考えるということである．
　先験的拘束条件は先験的情報とも呼ばれるが，当該観
測データを取得する以前に解析者の頭の中にある情報で
あり，明示的に表現するしないに拘わらず，そもそも存
在はしているものである．極端な例だが，地震の滑り量
として 6000 kmという答が得られたならば，解析者は
それを排除するであろう．これは事後的に（解析を行っ
た後で）先験的情報を用いて解の選別を行っていること
に相当する．地球物理の分野に先験的情報を導入した
Jackson (1979) は，そのような先験的情報を解析後では
なく解析を行う前に数学的に表現して利用すべきことを
主張した．これはもっともな主張であり，ABIC を用い
た解析もその流れの中にある．しかしその一方，存在す
る先験的情報をすべて明示的に表現すべきかとなると話
は別になる．多くの解析では，直接的先験情報を明示的
に数学的に表現するのを簡単のために省略している．こ
れから示すように，省略した先験的情報が十分弱い場合
には，結局得られる解は同じになるのであるから，その

注1）
aM＝0 といった境界条件を課せばフルランクになる．

a1－a2
a1－2a2＋a3
a2－2a3＋a4

…

aM－2－2aM－1＋aM
aM－1－aM

＝

0
0
0

…

0
0
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ような省略をすることもまた大変もっともなことであ
る．但し，その際に忘れてならないのは，そのような省
略をしている以上，先験的拘束条件を表す行列に現れる
ゼロ固有値は，近似的にゼロであるに過ぎないというこ
とである．
　なお，(5) 式で零固有値を置き換えた ε2i は，先験的拘
束条件の重みを規定する超パラメタ ρ2 とは特に関係が
ないことに注意する必要がある．なぜなら ρ2 は，非零
固有値に対応するモデルパラメタの分布の広がりを規定
しているに過ぎないからである．Gの代わりに G′を用
いると，(1) 式に対応する確率密度関数は，

　p′（a;ρ2）＝（2πρ2）－P/2 1/2 

 ×exp aTG′a 　(6)　

となり，全確率は 1に収束する．
　さらに，零固有値に対応するモデルパラメタ ai (P＜i M)
が観測データでそれなりに拘束されるならば，言い換え
ると，ai (P＜i M) の推定において ε2i が十分に小さく先
験的拘束条件がほとんど全く意味をなさないならば，次
の近似が成り立つ：

　HTE－1H＋α2G′ HTE－1H＋α2G (7)　

　s（a）＝（d－Ha）T E－1（d－Ha）＋α2aTG′a 
(8)　

　　　 （d－Ha）T E－1（d－Ha）＋α2aTGa

ここで，観測データ dとモデルパラメタ aを結び付け
る観測方程式を
　d＝Ha＋e (9)　
と表現し，誤差 eが平均零，共分散 σ2Eのガウス分布
に従うとした．また，α2＝σ2/ρ2 である．これらを用い
て，事後確率密度は，

　p（a;σ2,α2│d）＝c（2πσ2）－（N＋P）/2（α2）P/2│E│－1/2 1/2

 ×  exp s（a）　(10)　

c は規格化定数である．更に，Yabuki and Matsu’ura 
(1992) にならい定義に従ってABIC を計算すると，結局，
　ABIC（α2）＝（N＋P－M）log s（a*）－P log α2

 ＋log│HTE－1H＋α2G│－ ＋C　(11)　

但し，
　a*＝（HTE－1H＋α2G）－1HTE－1d (12)　
ここで，Cは定数項でYabuki and Matsu’ura (1992) の
(49) 式の Cと同じである．(11) 式は，Yabuki and Matsu’ura 
(1992) の ABIC の表現と比べ，第４項が付け加わってい
るところのみ異なる．しかし，ABIC は AIC と同じく
絶対値ではなく相対値のみが意味を持つので［Akaike 
(1980)，坂元・他 (1983)］， ε2i が α2 に依存しない定数で

あるとすればインバージョン解析の結果得られる答は全
く同じになる．
　ところで，(11) 式は， ε2i が小さいとABIC が大きくな
ることを示している．即ち，先験的拘束条件としてそれ
なりに確かなものがあれば，それを用いた方がABIC が
小さくなる，つまりより良いモデルになるということで
ある．

　§ 4．　表記上の問題
　前節で示したように，見かけ上 Gが零固有値を持つ
場合でも，実際のデータ解析においては特に問題が生じ
ないことが分かった．しかし，(1) 式が確率密度関数と
して数学的に不適切であるという問題は依然として残
る．一方，(5), (6) 式を示すのは過度に煩雑である．この
ような表記上の問題を解決するためには，無情報事前分
布（non-informative prior）という統計学上の概念を利
用すると良いだろう．無情報事前分布とは，パラメタを
推定する際に，事前に特段の情報を持たない場合に用い
られる事前分布（先験的拘束条件）のことで，ここでは
一様分布を仮定すれば良い．但し，真に一様だとこれま
た無限大に発散してしまうので，ありそうなパラメタ範
囲を十分に広く取った上で，その範囲内で一様な分布と
する．その範囲外の確率は零である．前節の (6) 式では
ガウス分布を用いたが， ε2i を十分に小さく取った上で，
確率密度分布の裾野の部分を切り落とし規格化すれば，
本節で用いる一様分布と近似的に等しくなる．いずれに
せよ，インバージョン解析における本質的な問題は前節
までで議論が終了しており，本節で取り扱うのは表記上
の問題である．数学的に整合でパラメタの推定に影響を
与えない分布であれば，ゼロ固有値に対応するパラメタ
にどのような事前分布を仮定しても構わない．
　ゼロ固有値に対応するパラメタに一様分布を仮定した
とき，モデルパラメタを零固有値に対応する部分 azero
と対応しない部分 anon に分けると，
　a＝（anon　azero） (13)　
事前分布において，azero は anon や超パラメタ ρ2 と独立
なので，その確率密度関数は，
　p（a;ρ2）＝p（anon;ρ2）p（azero） (14)　
azero については前述の通り局所的に一様（locally uni-
form）な事前分布を仮定し，非零固有値に対応する部
分については (1), (2) 式と同じ条件を用いると，十分に
広くとったありそうなパラメタ範囲において，

　p（a;ρ2）∝（2πρ2）－P/2 1/2 exp aTnonGP anon

　　　　＝（2πρ2）－P/2 1/2 exp aTGa  (15)　

このように (1) 式とほぼ同様の式が得られる．ここで，
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GP は零固有値に対応する行と列を除いたP×Pの Gの
部分行列である．結局，先験的拘束条件として，(1) 式
の代わりに (15) 式を用いれば，問題は解決する．
　本稿では簡単のため，先験的拘束条件を表す行列 G
を対角行列として話を進めてきたが，実際の解析では非
対角項を持つことが普通である．非対角項を持つ場合，
Gは一般に対称行列なので，適当な直交行列 Uを用い
て ＝UTGUと対角化できる．その対角化の際に用いた
直交行列 Uを用いてモデルパラメタを変数変換 b＝UTa
すれば，新たなモデルパラメタ bに対し，上述の議論
が同様に成り立つ．例えば，先験的拘束条件を表す確率
密度関数については，新たなモデルパラメタ bに対し，
上と同様に零固有値に対応する部分 bzero と対応しない
部分 bnon に分けることができる：

　p（b;ρ2）＝p（bnon;ρ2）p（bzero）

　　　　∝（2πρ2）－P/2 1/2 exp bT b  (16)　

ここで，上式を元のモデルパラメタ aの確率密度関数
とみなすと，U－1＝UT 等を用いて，

　p（a;ρ2）∝（2πρ2）－P/2 1/2 exp aTU UTa

　　　　＝（2πρ2）－P/2 1/2 exp aTGa  (17)　

となり，(15) 式と一致する．一様分布 p(bzero) が変数変換
された関数が陽に示されていないが，その部分が上式に
おける見かけ上足りない次元に相当している．

　§ 5．　ま　と　め
　先験的拘束条件の表現として，零固有値を含む行列は
不適当であるとの指摘がなされているが，その批判は当
たらない．現実問題としては，明示的に表現されていな
いにせよ，零固有値に相当する部分に全く情報がないと
する方が不自然だからである．これまでに用いられてき
たような見かけ上零固有値を含む行列を許容すること
で，データ解析の実用性も高まる．但し，Yabuki and 
Matsu’ura (1992) などで用いられてきた先験的拘束条件
を表す確率密度関数の表現が，零固有値を持つ場合に，
数学的に不適切であるという指摘は当たっている．これ
は，表記上の問題であり，無情報事前分布を利用するこ
とで解決できる．本問題のポイントは，データ解析で現
れる零は，数学的に真に零であるとは限らないというこ
とにある．かつて Jackson (1972) やWiggins (1972) は，
零に近い固有値を実質的に零とみなすことにより解の推
定誤差を抑えるシャープ・カットオフ・アプローチを編
み出したが，それと類縁の問題と言える．
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